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Zeta

Der gesuchte Beweis der Riemannschen Vermutung', wonach die nicht trivialen bzw. kritischen (von
s = —2q verschiedenen) Nullstellen der Zetafunktion ¢(s) =2,‘§°:1% fir o < 1 dem Streifen 0 =0 =1 an-

gehdren und im komplexen Argument s = 0 + ti entlang Realteil 0 = 2 seien, hat - Uber das Euler-
Produkt ¢(s) = [1,—— einen praktischen Zugang Uber eine Primzahlformel. Die vergebliche Suche nach

1-p—S
der Primzahlformel allerdings zwang zu anderen Naherungsversuchen, die wiederum aufgrund der
fir die Zetafunktion vorausgesetzten Identitat mit der Primzahlformel jeweils auf die Primzahlen
zurick- oder vorgreifen, und ohne die namliche Primzahlformel zu kurz greifen.

T(x)

Uber den Primzahlsatz?® lim, . —+— = 1 konnte zwar mit nicht geringem Aufwand, aber doch so weit
Tog(x)
auf die Losung und Beweis vorgegriffen werden, dass diese und eine Reihe ahnlicher Probleme nur

1 Weisstein, Riemann-Hypothesis, in: < URL >: It is known that the zeros are symmetrically placed about the line I[s] = 0. This
follows from the fact that, for all complex numbers s,

1. s and the complex conjugate s are symmetrically placed about this line.

2. From the definition (1), (N aENENIRAS R DS IR UM R4 I=R4E)), SO that if s is a zero, so is 5, since then {(5) = {(s) = 0 = 0.

It is also known that the nontrivial zeros are symmetrically placed about the critical line Re[s] = 1/2, a result which follows from the functional
S IEM R RIS AR G R IERARIEEKY. For if s is a nontrivial zero, then 1 — s is also a zero (by the functional equation), and then 1 — s
is another zero. But s and 1 — s are symmetrically placed about the line Re[s] = 1/2,since 1 — (x +1y) = (1 —x) + iy, and ifx = 1/2 + x/,
then x = 1/2 + x’. The Riemann hypothesis is equivalent to A < 0, where A is the de Bruijn-Newman constant (Csordas et al. 1994)."

2 Landau I 30: ,Riemann, dem die Primzahltheorie die genialste und fruchtbarste Abhandlung (aus dem Jahre 1860)
verdankt, stellte sich ein verwandtes, aber doch anderes Ziel als Tschebyschef und griff es mit viel kraftigeren
Hilfsmittel an. Sein Ziel war, flir eine eng mit n(x) zusammenhangende, von der Primzahlverteilung abhangige
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mit Hilfe der als richtig vorausgesetzten Vermutung von Riemann bewiesen werden konnten. Die
Uberprufbare Richtigkeit dieser indirekten Beweise hat die Vermutung erhartet.

Aufgrund der schon von Euler postulierten Identitat der Zetafunktion mit dem Produkt von Primzah-
len scheint unstrittig, dass die Lésung oder Scheitern der selbigen ursachlich mit dem Primzahlprob-
lem zusammenhadnge, zumal Riemann das aus Ausgangsposition fiir seine Uberlegungen fiir die Ze-
tafunktion genommen hatte, und selbst damit eine Primzahlformel finden wollte. Das Scheitern der
Primzahlformel lieB also sozusagen die Zetafunktion in der Schwebe. Und die Forschung hofft durch
die Losung der Zetafunktion den Primzahlen naher zu kommen. Man ist der Ansicht, dass auch wenn
die Riemannsche Vermutung bei den Primzahlen und damit such flr die Zetafunktion gescheitert sei,
so ist damit doch ein Werkzeug® geschaffen worden, womit die Hindernisse zu (iberwinden sein
werden.

Funktion einen bestimmten genauen Ausdruck aufzustellen, der ein Glied Li(x) und unendlich viele andere Glieder
enthalt. Jener genaue, aber recht komplizierte Ausdruck setzt Gbrigens gar nicht etwa in Evidenz, dass
nxx) .

lim
n—00

log(x)
ist; man darf also nicht glauben, dass Riemanns Formel, selbst wenn er sie bewiesen hatte, die Tschebyschefschen
Probleme gel6st hatte."
% Landau I 30: ,Nun ist es aber Riemann keineswegs gelungen, die von ihm vermutete ,Riemannsche Primzahlformel
zu beweisen; er hat nur das Werkzeug geschaffen. Jenes Werkzeug ist die Anwendung der Theorie der Funktion eines
komplexen® Arguments s auf eine ganz bestimmte Funktion ((s), die ,Riemannsche Zetafunktion'®, welche in der
Halbebene® R(s) > 1 durch die Reihe

oo

B 1
{(s) = nﬂ;

definiert ist, wo n° die Bedeutung e*!°8" bei reellem log n hat."
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Gamma

Der hier skizzierter Losungsansatz geht davon aus, dass bereits die Voraussetzungen zur Riemann-
schen Vermutung unrichtig bzw. Uberholt waren, und die bekannte Schwierigkeit nur aufgrund der
falschen Vorausetzungen entstanden ist, und vermeidbar gewesen ware, bzw. ist die anderswo zu
suchen.

1. Noch 1751 Schrieb Euler resignierend, dass trotz redlicher Mihe die gesuchte Primzahlformel
nicht zu finden war, und daher die Erfolglosigkeit der Mihe zu der Einsicht nétige, dass es
iberhaupt keine Primzahlformel gabe®.

2. Die von Euler vermisste Primzahlformel gab es allerdings, wenn auch erst spater publiziert. Sie
wurde von Waring 1770 bewiesen® und verdffentlicht, jener schrieb sie allerdings J. Wilson
(1741-193), einem seiner Studenten, zu, unter dessen Namen sie heute bekannt ist®. Den

4 Sautoy 63: ,Doch eine einfache Formel, mit der sich alle Primzahlen finden lassen, kénnte auch der groBe Euler
nicht finden. 1751 schrieb er: «Es gibt einige Geheimnisse, die der menschliche Geist niemals durchdringen wird. Wir
brauchen nur einen Blick auf die Tabelle der Primzahlen zu werfen, und wir sollten erkennen, dass es dort weder Ord-
nung noch Regeln gibt.» Es erscheint paradox, dass sich gerade die fundamentalen Bausteine dieser Ordnungsgeftill-
ten Welt der Mathematik so wild und unvorhersagbar verhalten."

> Trost 25; vgl Schwarz, Werner 23 ff, 42; Ribenboim/Richstein/Keller 198 f.

® Wikipedia, Satz von Wilson, in: < URL >: ,Das heute als Satz von Wilson bekannte Resultat wurde erstmals von Ibn
al-Haytham entdeckt, aber schlieBlich nach John Wilson (einem Studenten des englischen Mathematikers Edward Wa-
ring) benannt, der es mehr als 700 Jahre spater wiederentdeckte. Waring verdéffentlichte diesen Satz im Jahr 1770,
obwohl weder er noch Wilson einen Beweis erbringen konnten. Lagrange gab den ersten Beweis 1773. Es besteht
Grund zur Annahme, dass Leibniz ein Jahrhundert zuvor von diesem Resultat wusste, es aber niemals publizierte.™
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ersten richtigen Beweis gab allerdings 1773 Lagrange’, und die Formel war bereits vom
islamischen Gelehrten Ibn al-Haytham 700 Jahre friher entdeckt, und unpublizierte Belege
zeigten, dass bereits Leibnitz® um 1683 von der Formel wuBte, aber diese nicht publizierte®.

3. Euler starb zwar erst 1783, war aber zunachst auf ein Auge und ab 1770 auf beide Augen ganz
blind. Seine Arbeiten wurde zwar von seinem Sohn und von seinem Sekretar weiter
geschrieben war sein Aktionsradius wohl eingeengt.

Uberliefert ist von Euler also, dass er 1751 erklart hatte, was damals scheinbar mangels Publikation
durch Leibnitz, einerseits, und vor der Publikation von Waring (1770) und vor dem Beweis durch
Lagrange (1773) gestimmt haben mag, das die Primzahlformel nicht existiere und voraussichtlich
unauffindbar sei'®. Weiter ist Uberliefert, dass sich Euler auf dieser Grundlage, wonach Eine Prim-
zahlformel angeblich fehle, sich mit den Primzahlen - und angrenzenden Probleme befasst hatte.

Als nun Riemann seinen berihmten Aufsatz 1859/1861 vorlegte, ging er von der namlichen Euler-
schen Position aus und sein erklartes Ziel war ausdrlcklich im Sinne Eulers die Primzahlformel zu
finden, die von Euler als nicht auffindbar pustuliert wurden!. Es ist auch einigermaBen folgerichtig,

7 Wikipedia, Satz von Wilson, in: < URL >.

8 Bundschuh 102 f: ,Satz von Wilson. Eine ganze Zahl m > 1 ist Primzahl genau dann, wenn die Kongruenz (m - 1)!
= -1 (mod m) besteht. [...] die Kongruenz a2 =1 (mod p) flr ganzes a genau dann gilt, wenn entweder a =1 (mod p)
oder a = - 1 (mod p) zutrifft [...] Manuskripte von Leibniz zeigen, dass dieser den Wilsonschen Satz bereits vor 1683
gekannt haben muss. Publiziert wurde das Resultat offenbar zuerst von E. Warig (Meditationes Algebraicae,
Cambridge 1770), der es seinem Schiler J. Wilson zuschrieb. Erst J. L. Lagarange (Oeuvres III, 423-438) scheint
dann 1771 wirklich einen Beweis flir den Wilsonschen Satz gefunden zu haben. Der angegebene Beweis geht auf
GauB (Disquisitiones Arithmeticae, Art. 77) zuruck."

® Wikipedia, Satz von Wilson, in: < URL >.

19 Bundschuh 102 f.

1 Sautoy 63.



dass die Riemannsche Vermutung, auf dieser Eulerschen Grundlage, ihres Beweises harre, zumal
diese Vermutung (und Beweis) nach der Intention von Riemann die von Euler als nicht vorhanden
postulierte Primzahlformel zum Beweis voraussetzte.

Allerdings vermittelt Riemanns Ansatz deswegen eine groBere Nahe zur Primzahlformel, weil die Ze-
tafunktion Riemanns auf die Gammafunktion zuriickgehe?, und daher den Satz von Wilson, der E-
benfalls eine Version der Gammafunktion sei, also die Primzahlformel, latent bzw. unterschwellig
auch die Vermutung von Riemann impliziere.

Den Satz von Wilson® (n — 1)! + 1 = 0 (mod n), hat dann Clement auf die Primzahlzwillinge 4[(n — 1)! + 1] + n =
0 [mod n (n + 2)], n > 1) ausgeweitet'*. Da die Kongruenz a2 = 1 (mod p) fiir ganzes a genau dann gilt,
wenn entweder a = 1 (mod p) oder a = - 1 (mod p) zutrifft, kann man bei p = 5 die Menge der
Zahlen 2, 3, ..., p — 2 in Y2(p - 3) Paare zueinander modulo p reziproker Partner zerlegen, so dass
3:3-...(p - 2) = 1 (mod p) qilt™.

12 wikipedia, Riemannsche Vermutung, In: < URL >: ,Riemann kam auf seine Vermutung bei der Untersuchung des Pro-
dukts der Zetafunktion mit der Gammafunktion

§(s) =m2T(3)40s),
die bei der Vertauschung von s mit (1 — s) invariant ist, das heil3t, sie erfillt die Funktionalgleichung:

§(s) =41 —s)
Die Gerade in der komplexen Zahlenebene mit dem Realteil 1/2 ist bei dieser Spiegelung ebenfalls invariant."
13 pieper 52 ff.
4 Trost 25; vgl Schwarz, Werner 23 ff, 42; Ribenboim/Richstein/Keller 198 f.
15 Bundschuh 102 f: ,Satz von Wilson. Eine ganze Zahl m > 1 ist Primzahl genau dann, wenn die Kongruenz [({iaE®)
= -1 (mod m)sESEhiMIMldie Kongruenz a2 = 1 (mod p) flir ganzes a genau dann gilt, wenn entweder a = 1 (mod p)
el I M (aalels We)4AVldgtiii [...] Manuskripte von Leibniz zeigen, dass dieser den Wilsonschen Satz bereits vor 1683
gekannt haben muss. Publiziert wurde das Resultat offenbar zuerst von E. Warig (Meditationes Algebraicae,
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So weit also der Satz von Wilson als bewiesen gilt'®, erlibrigt sich hier ein - weiterer — Beweis, zumal
der Satz auf einen arabischen Mathematiker aus dem 11. Jahrhundert zurickgeht und von Wilson
lediglich wieder entdeckt wurde'’. Die Manuskripte von Leibniz zeigen, dass dieser den sogenannten
Satz von Wilson®® bereits vor 1683 gekannt habe'®. Die Folge p2 = 24n + 1 ist eine Ableitung vom
Satz von Wilson®, bzw. ist dessen Beweis als a2 =-1 (mod p) fiir ganzes a, und eine echte und voll-
stdndige Primzahlformel fiir Ergebnisse mit ganzen Zahlen®!. So kann das Ergebnis der Forschung
bestéatigt werden, dass der Satz von Wilson eine Primzahl néher bestimmt??, und der Kontrollbeweis
vom Satz von Wilson in der quadratischen Form ebenfalls eine vollkommene und vollstandige, also
die Primzahlformel schlechthin, sei?>. Die Eulersche Gammafunktion I'(x + 1) = xI'(x) in der Form

Cambridge 1770), der es seinem Schiler J. Wilson zuschrieb. Erst J. L. Lagarange (Oeuvres III, 423-438) scheint
dann 1771 wirklich einen Beweis flr den Wilsonschen Satz gefunden zu haben. Der angegebene Beweis geht auf
GauB (Disquisitiones Arithmeticae, Art. 77) zuruck."

16 Ribenboim/Richstein/Keller 20 f; Bornstein u. a. 381; Kowol 49 ff, 136 f; Schwarz, Werner 23 ff; Baxa 2 ff.

17 Wikipedia, Satz von Wilson, in: < URL >: ,Das heute als Satz von Wilson bekannte Resultat wurde erstmals von
Ibn al-Haytham entdeckt, aber schlieBlich nach John Wilson (einem Studenten des englischen Mathematikers Edward
Waring) benannt, der es mehr als 700 Jahre spater wiederentdeckte. Waring verotffentlichte diesen Satz im Jahr
1770, obwohl weder er noch Wilson einen Beweis erbringen konnten. Lagrange gab den ersten Beweis 1773. Es be-
steht Grund zur Annahme, dass Leibniz ein Jahrhundert zuvor von diesem Resultat wusste, es aber niemals publizier-
te.®

18 pieper 52 ff.

19 Bundschuh 102 f; Wikipedia, Satz von Wilson, in: < URL >.

20 pijeper 52 ff.

21 Bundschuh 103; vgl Waldal 81.

22 Bundschuh 103,

23 Bundschuh 102 f.



r(n) = (n — 1)! fir ganze Zahlen dient als AusgangsgréBe?* fiir Riemanns Zetafunktion und fiir seine
Hypothese?> und zeigte die Verbindung zum Satz von Wilson® (n — 1)! + 1 = 0 (mod n), wo in der
quadratischen Form n2 = 1 (mod p) auch die Formel (n — 1)! angewendet werde?” und fiir p2 = 24n + 1 gelte.

24 Lang/Pucker 585; Prachar 393 ff; Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >; Wikipedia,
Funktionalgleichung, In: Wikipedia, < URL >; Trost 62 ff.

2> Landau I 30 ff; Resag, Die Grenzen der Berechenbarkeit, Unvollstdndigkeit und Zufall in der Mathematik, in: < URL
>; Bombieri, The Riemann Hypothesis, in: < URL >.

%® pieper 52 ff.

27 Bundschuh 102 f; vgl Ribenboim/Richstein/Keller 20 f; Bornstein u. a. 381; Kowol 49 ff, 136 f; Schwarz, Werner
23 ff; Baxa 2 ff.



Riemanns Aufsatz anno 1859

Nachstehend wird nur die este Halfte des beriihmten Aufsatzes von Riemann?® zitiert, weil die erste
Halfte der Arbeit schlieBt mit der namlichen Vermutung, die Geschichte machte, und zwar mit der
Begriindung, dass die namliche Vermutung flr den zweiten Teil, also flr die zweite Halfte des
Aufsatzes, nicht benétigt werde. Auch wenn das nicht ganz stimmt, denn auch fur den zweiten Teil
manches vorausgesetzt werden muss, so wird es dort nicht mehr behandelt, und auch nicht
unbedingt direkt berihrt, wahrend die erste Halfte des Aufsatzes eigentlich von der namlichen
Vermtung direkt handelt.

»,Die Quelle: Riemann, Bernhard: Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen GroBe, Berlin 1959, in: Berliner Monatsberichte, 1859, November
(Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1859):

Meinen Dank fur die Auszeichnung, welche mir die Akademie durch die Aufnahme unter
ihre Correspondenten hat zu Theil werden lassen, glaube ich am besten dadurch zu
erkennen zu geben, dass ich von der hierdurch erhaltenen Erlaubnis baldigst Gebrauch
mache durch Mittheilung einer Untersuchung Gber die Haufigkeit der Primzahlen; ein
Gegenstand, welcher durch die Interesse, welches Gauss und Dirichlet demselben
langere Zeit geschenkt haben, einer solchen Mittheilung vielleicht nicht ganz unwerth
erscheint.

8 Riemann, Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GréBe, in: < URL > 1 ff.
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Bei dieser Untersuchung diente mir als Ausgangspunkt die von Euler gemachte
Bemerkung, dass das Product

[ =2
8
wenn fiir p alle Primzahlen, fiir n alle ganzen Zahlen gesetzt werden?®. Die Function der
complexen Veranderlichen s, welche durch diese beiden Ausdriicke, so lange sie
BV, dargestellt wird, bezeichne ich durch W), Beide nur, so
lange der reelle Theil von s grosser als 1 ist; es lasst sich indess leicht ein immer glltig

bleibender Ausdruck® der Function finden. Durch Anwendung der Gleichung®

r Bl(s — 1

j e ™ x5 1dx =
nS

0

P landau Il 126 f: ,Satz: Fir s > 1 ist
1
{(s) = Hpﬂ
1- S|

1

0 1 0 1 0
[...] also, da flir s > 1 und jede Primzahl p [...] 1 —%z e P° 2% 3p3 = e_z’":lmvms, {(s) =TI, eZm= TS — ez”z’":lmms, wo

die Doppelreihe mit positiven Gliedern im Exponenten beliebig geordnet werden™.
30 Weisstein, Gamma Function, in: < URL >: , The (complete) gamma function is [...] a slightly unfortunate notation due to
Legendre which is now universally used instead of Gauss's simpler (Gauss 1812; Edwards 2001, p. 8)."

! Landau I 290: ,[(s) = fooo e *x5~1 dx". Vgl Weisstein, Gamma Function, in: < URL >: ,Integrating equation [...]
F(X) — fooo tx—l e—td\\
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erhalt man3? zunachst

(00)

x5 Ldx
1_[((5) = | =t
0
Betrachtet man nun das Integral
j( x)S~tdx

von +oo bis +0o positiv um ein Grc’jssengeblet erstreckt, welches den Werth 0, aber
keinen andern Unstetigkeitswerth der Function unter dem Integralzeichen im Innern
enthalt, so ergibt sich dieses leicht>? gleich

() f =
vorausgesetzt, dass in der vieldeutigen Function3* der Logarithmus
von -x so bestimmt®> worden ist, dass er fiir ein negatives x =23l wird>®. Man hat daher

oox1

x)s Tdx

32 | andau I 290: ,,C(S) = m — dx." vgl W|k|ped|a Bernoulli-Zahl, In: Versions-ID der Seite: 56650245 < URL

>, =1-—-= + Bl S Bz — 4t ( 1)"+1Bn et - -+ [...] konvergiert fiir alle X mit einem Betrag kleiner als 27"

33 W|k|ped|a Slnus und Kosmus In: < URL > ,,Dleser Ansatz [...] ist aus der Eulerformel Sl R BRIEy. ... ] Fiir beliebige
komplexe Zahlen z definiert man analog §i .

% Landau I 30: ,Jenes Werkzeug ist die Anwendung der Theorie der Funktion eines komplexen Arguments s auf eine
ganz bestimmte Funktion {(s), die ,Riemannsche Zetafunktion®, welche in der Halbebene R(s) > 1 durch die Reihe
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das Integral in der eben angegebenen Bedeutung verstanden?’

-1
()= —
n=1
definiert ist, wo [g§ die Bedeutung bei RN hat." Vgl Bundschuh 38: ,Rimannsche Zetafunktion. Bei

n € N und s € C definiert man wie ublich die komplexe Zahl durch , wobei log den [gZ]l(lalXeIeL]glusla gV

und (im weiteren) Re s den Ralteil von s bedeutet.”
3> Meschkowski 150: ,Durch Logarithmieren der Gleichung (IX,17) (fir Argument x) erhalt man wegen der
Stetigkeit der Logarithmus-Funktion

(1) In FSIVBAR = Inwx + £, In (1 —fl—)
Durch formale Differentiation der Summe in (1) entsteht die unendliche Reihe
(2) S(X) - Zu 1 2+x2

3¢ Meschkowski 136: ,Man kann zeigen, dass die durch ein solches unendliches Produkt definierte Funktion F(z) =
Q(z) in jedem beschrankten Bereich analytisch ist. [...] z. B. in f;(2) = [[;- 1( —i) eine analytische Funktion, die

s[saE8an der Stellez = n2 (n =1, 2, 3, ...) verschwindetBUEIRClla =[Sl MEd ISR Funktion konstruieren,
ganzen Zahlen n zu Nullstellen hatiai! fz(z) =z [[p- 1(1 ——) [...] hat dieselben \IIS«ER wie die Funktion

namlich 0, 1, 2, +3, ... [..] k= mz - T (1-5)
37 Meschkowski 157: ,,Funktlonalglelchung der I'-Funktion durch die folgende Bemerkung [...]

T() T( X)
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Diese Gleichung gibt nun den Werth der Function {(s) flr jedes beliebige complexe
s und zeigt®®, dass sie einwerthig und fir alle endlichen Werthe von s, ausser 1, endlich
ist, so wie auch, dass sie verschwindet®®, wenn s gleich einer negativen geraden Zahl
ist.

Wenn der reelle Theil von s negativ ist, kann das Integral, statt positiv um das
angegebene Grossengebiet auch negativ um das Gréssengebiet, welches sammtliche
ubrigen complexen Grossen enthalt, erstreckt werden, da das Integral durch Werthe mit
unendlich grossem Modul dann unendlich klein ist. Im Innern dieses Gréssengebiets
aber wird die Function unter dem Integralzeichen nur unstetig, wenn x gleich einem
ganzen Vielfachen von wird*® und das Integral ist daher gleich der Summe der
Integrale negativ um diese Werthe genommen. Das Integral um den Werth aber ist

= [ ae ), man erhalt daher

38 Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >: ,Der Erganzungssatz der Gammafunktion

F(x)-T(1—x) = i: p U x € R\Z
ermoglicht die Berechnung von Werten der Gammafunktion aus bereits bekannten Funktionswerten ebenso wie die Legendresche
Verdopplungsformel

36 () -K

Diese ist ein Spezialfall der Gauschen Multiplikationsformel

x x+1 x+n-1\ _ [l . - “
F(;) : F(T) © 5oo © F(—n ) —' F(X) firn=2,3,4, ...
39 Meschkowski 156 f.
40 Westermann 405: ,Festzuhalten ist folgende Folgerung

(E2) e# Al — oz Z€C
Die komplexe Exponentialfunktion ist periodisch mit der komplexen Periode Eig."
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2 sin s |G = DMORIEEY > no' (s + i)
also eine Relation zwischen ((s) und {(1 - s), welche sich mit Benutzung bekannter
Eigenschaften der Function N auch so ausdriicken lasst*!:

It - kO

bleibt ungedndert, wenn s in 1 - s verwandelt wird*2.

*!l Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >: ,Die Gammafunktion besitzt folgende Beziehung zur Riemannsche -
Funktion, was von Riemann mit Hilfe der Funktionentheorie abgeleitet wurde.

-l (%) i(s)=m"zT (’%”) ¢ (=)™
42 Havil 69 ff: ,,Aus dem Kehrwert von '(x) hat man

1 1 = x?
F(x)T(=x) H (1 - TZ)'
=
Mit Hilfe der magischen Eulerschen Formel

x? x? x?
- (%) (-5) (%) -

erhalten wir

die Komplementformel

FON(=x) = sinnnx

die gilt, wenn x und 1 - x weder 0 noch negative ganze Zahlen sind. Eine ,Spiegelungsformel®™ flr die Funktion f(x)
setzt die Konstante a von f(x) und f(a — x) zueinander in Beziehung. Die Komplementformel ist also die Spiegelungs-
formel der Gamma-Funktion fira = 1."
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Diese Eigenschaft der Function veranlasste mich statt [](G==t) das Integral 1‘[()

in dem allgemeinen Gliede der Reihe )3 15 einzufihren, wodurch man einen sehr
bequemen Ausdruck der Function erhalt. In der That hat man

1 s S
P () T 2= J e X 31 gy

0

Syt
1

1_[ () n_%((s) = Joo Y(x) x%_ldx
0

2y(x) + 1 =f@(2y (3) + 1), (Jacobi, Fund. S. 184)

also, wenn man

setzt,

oder da

16



Ich setzte*® nun und
S
D) - il -

so dass

oder auch

© (x“%,b(x)) .
4] = 4f o X4 [0 (Etlogx
1

L [...] Wird in der ganzen Funktion QU | ...] N % =41 cingefihrt und QES fe + zi) =J=I0)] gesetzt, so geht wegen
SICAERAES)] (ber, d. h.

«

die Funktionalgleichung JEREIERLE)) in (€3] ist eine gerade ganze Funktion[...]
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Diese Function ist fur alle endlichen Werthe von t endlich, und lasst sich nach Potenzen
von tt in eine sehr schnell Reihe entwickeln. Da fiir einen Werth von s,
dessen reeller Bestandtheil grosser als 1 ist, |{ef =) cndlich bleibt, und
von den Logarithmen der Ubrigen Factoren von @3] dasselbe gilt, so kann die Function

. . .. . . 1. 1.87 .
0] nur YRR WNEER ¢, wenn der imagindre Theil von t zwischen & und liegt*>. Die

Anzahl der Wurzeln von HOER), deren Theil zwischen 0 und T liegt, ist etwa
T T T

= —log———;

2T 2 2m
denn das Integral [ dlogé(t) positiv um den Inbegriff der Werthe von t erstreckt, deren
imaginarer Theil zwischen und und deren Theil zwischen 0 und T liegt*®,

ist (bis auf einen Bruchtheil von der Ordnung der Grosse %) gleich (T log%— T) i; dieses

44 Landau I 288: ,,Was wissen wir tiber die [NEIISGIEIRZL &(s), d. h. von Z(2) [WELEY

s(s—1 Sy _S

Hr (5)7 %) = £(s)
ist jede NWISCUERYIRIEY] Nullstelle eines Faktors links. I G) n_ 2 hat keine Nullstelle; weder s = 0 noch s = 1 ist eine Nullstelle von é(s), daT G)
bzw. ¢(s) dort einen Pol hat; die negativen Nullstellen (erster Ordnung) — 2q von {(s) auch nicht, da F( ) dort einen Pol hat. Resultat: Die

S

2
S EIRYIRIES)] sind identisch mit dem Streifen 0 = o = 1 angehdrigen, Gbrigens nicht reellen und nicht auf dem Rande des Streifens gelegenen
NISEIERCIURE®): natiirlich tritt jede mehrfache Nullstelle in derselben Vielfachheit bei beiden Funktionen auf.™

4> Landau I 288 f: ,=l€3] hat also nicht nur rein [[MECIECINTIRCIERA, deren [MECIE S RIETPAVES L —% und

liegt (sogar exkl. Der

Grenzen), und die NSRRI RIS NUSE=0sind eben die Punkte S % + 7yl
“® Landau I 288 f.
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Integral aber ist gleich der Anzahl der in diesem Gebiet liegenden Wurzeln von {GOEXY,
el (el Mastidl2 -:lMan findet nun in der That etwa so viel reelle Wurzeln innerhalb

dieser Grenzen®’, und es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell sind*®. Hiervon
49 ,

WEIGCEENE e FRE RS e Sl SV EIRPA R e l=l) -~ ; ich habe indess die Aufsuchung

desselben nach einigen flichtigen vergeblichen Versuchen vorlaufig bei Seite
gelassen®, da er fiir den nachsten Zweck meiner Untersuchung entbehrlich schien.

[.]

47 Landau I 289: ,z% = x gesetzt, so [...] H@]= g(x) = 32 o a,x" [...] I L R e T TR I R AR
E(s) =& —s),[..] speziell [...] EG + vi) = E(% — vi); [...] andererseits (s) = & G + vi) zué(s) =¢ G — vi) konjugiert ist, ist £(s) =
'q G + vi) reell, folglich Z(z) fiir reelle z reell. |y
“8 andau I 288 f.
*° Landau I 286 ff, 312 ff, 378 f.

>0 Wikipedia, Konjugation, In: Wikipedia, Versions-ID: 59801280/Bearbeitungsstand: 7. Mai 2009, < URL >: ,In der
Mathematik bezeichnet man als komplexe Konjugation die AbbildungC - C,z=a+b-i+— Z =a — b - i im Korper der
komplexen Zahlen. [...] Die zu z = a + b - i konjugierte Zahl Z = a — b - i hat also denselben Realteil, aber den
entgegengesetzten Imagindrteil. [...] Fir alle komplexen Zahlen z,, z,, z = a + bi € C gilt:

o = v ~ D
s = () - D

z-Z=|z|>=a?*+b*[..]"
! Riemann, Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GréBe, in: < URL > 1 ff.
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ANMERKUNGEN

Es ware zunachst allgemeint anzumerken, bzw. voranzustellen, dass Riemann®? die heute nicht mehr

ebrauchliche Schreibweise von GauB ibernahm statt der heute Ublichen Schreibweise
&von Legendre®. Uberall wo steht, ware im heutigen Verstandnis zu lesen. Das gilt noch
andere altere Schreibweisen wie In statt log.

1. Rieman geht von der Eulerschen Formel®* aus

°2 Riemann, Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GréBe, in: < URL > 1 ff.
>3 Weisstein, Gamma Function, in: < URL >: , The (complete) gamma function [{fa)) is [...] a slightly unfortunate notation due to
Legendre which is now universally used instead of Gauss's simpler (Gauss 1812; Edwards 2001, p. 8)."

landau I 101: ,Satz: Firs > 1 ist
1
(@ =] |
:

Beweis: Die Konvergenz des unendlichen Produkts steht fest, da
1
P
p
als Teilreihe von {(s) konvergiert. Nun ist fir alle s > 1 [...] wo n in ¥’ alle Zahlen durchlauft, deren Primzahlfaktoren

samtlich = x sind. Da zu diesen alle Zahlen = x gehdren, ist [...]
1

1 1
limx—)oo Hpri = limx—mo Zﬁ:l_s = Z_ = ((S)“
- n

ns
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und entfaltet die Zetafunktion®> ¢(s) von der Primzahlformel her.
2. Die von Riemann einleitend vorangestellte Gleichung®®

§l(s — 1)

f e ™ xS 1dx =
n

0
meint also die - modifizierte - Gammafunktion®’

I'(x) = f t* e td.

0

wahrend die Zetafunktion meint.
3. Als Riemann daraus die nachste Gleichung erhalt

> 0, np > 0 offenbar gultigen Relation ninj = (n;n,)* Hpgx%=1'[p§x(1 + % + # +~~~)=Z,‘;°=1 wo n alle Zahlen
S

=== nsy
durchlauft, deren Primfaktoren samtlich = x sind."
>¢ Weisstein, Gamma Function, in: < URL >: ,Integrating equation [...] I'(x) = f0°° tX " te~td"

>7 Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >: ,Die Gammafunktion ist in der Mathematik eine Funktion, die definiert wird
als

I'(x) = f t* te~tdt
0
furx>o0."
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(0¢]

x5 ldx

T —TK
0
Ist auf der linken Seite das zuvor beschriebene Nebeneinander von Gamma und Zeta und auf

der rechten Seite das Integral der Bernoulli-Zahlen®

| o= -

ebenfalls etwas modifiziert.
4. Als nachstes ladet Riemann zur Betrachtung des abermals modifizierten Integrals
(—x)5 tdx
e —7]
das aber diesmal nur um das Vorzeichen von x in =x auf der rechten Seite verandert wurde.
Diese Anderung um das ndmliche Vorzeichen leuchtet so weit sofort ein, wenn die Bernoulli-

Zahlen
X B X x2 x4 a1 XM
o — 1) TR TR TR ()" 5 7 R

ebenfalls mit in die Betrachtung einbezogen werden. Hierauf folgen dann noch zwei Schritte so,
dass die drei als eine Einheit zu betrachten sind, zumindest wir die Anderung des Vorzeichens
nicht hier, sondern zweit Schritte weiter erklart. Es ist also davor noch ein Zwischenschritt zu
mache, obwohl die Vorzeichenanderung hier vorweggenommen wurde.

5. Nachdem also zuvor die rechte Seite der urspringlichen Gleichung in Richtung Bernoulli-Zahlen
bzw. Eulerzahlen®® abge&ndert wurde, wird nun, als Zwischenschritt vor der eigentlichen

* Wikipedia, Bernoulli-Zahl, In: Versions-ID der Seite: 56650245 < URL >: JEEsl=1 -2+ 5,2 — B, % & .4

2n
(-D"1B, % [...] konvergiert fuir alle X mit einem Betrag kleiner als 27."
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Anderung des Vorzeichens, die rechte Seite der urspriinglichen Gleichung in Richtung Sinus

geandert®®
(—x)5 tdx
,—TSL __ TSl
et — ™) —

0
Mit diesem Sinus hat es allerdings so ein Bewandtnis®*

Sinz = i,(eiz — e %)
Davon einmal abgesehen, dass er ebenfalls modifiziert ist. Diese Besonderheit — durch das
Fehlen von 8 - kommt allerdings wiederum erst nach einem neuerlichen Zwischenschritt zum

Vorschein, indem dort deswegen geschrieben werden muss, was aber hier schon beweist,
dass hier B fehlen.

>% Wikipedia, Eulersche Zahlen, Versions-ID: 57160924 / 26. Februar 2009, 09:51 UTC, in: < URL >.
%0 wikipedia, Sinus und Kosinus, In: < URL >: ,Dieser Ansatz [...] ist aus der Eulerformel o R RaRa G, [...] Fiir beliebige

.. . 1 . .
komplexe Zahlen z definiert man analog ‘.

®1 Wikipedia, Eulersche Zahlen, Versions-ID: 57160924 / 26. Februar 2009, 09:51 UTC, in: < URL >: ,Die eulerschen
Zahlen oder Euler-Zahlen (nach Leonhard Euler) sind eine Folge E,, PERrAI@&RIE, die durch die Taylorentwicklung der Hyperbelfunktion

cans hyperbolicus|

R S _iEx”
Sec x_cosh(x)_ex+e‘x_ . " n!
n=

definiert sind. [...] Alle eulerschen Zahlen mit ungeradem Index sind , wahrend diejenigen mit geraden Index alternierende Vorzeichen haben.
Die Dezimalen Endziffern von E;, sind abwechselnd 1 und 5."
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6. Die Veranderung auf der linken Seite der Gleichung in Richtung Sinus hatte die Voraussetzung,
dass der Vorzeichen von x auf der rechten Seite negativ wird, damit in der vieldeutigen
Function der Logarithmus von -x fiir ein negatives x reell wird®?. Die
Zwischenschritte ergaben ahnlich wie im Dreivierteltakt des Walzer (ein zurtck zwei vor)
insofern einen Sinn, als das namliche Vorzeichen die Voraussetzung erstens flr Sinus, und
zweitens fiir ein Ergebnis mit komplexen Zahlen war®3. Dieses Geheimnis liegt also
einerseits in Sinus, wo die ndmlichen Nullstellen fiir ganzzahlige Ergebnisse aufscheinen®,
diese wiederum setzen die Anderung des Vorzeichens auf der anderen Seite der Gleichung im
obigen Sinne voraus®. Im Prinzip liegt also hier der gesuchte Beweis der Riemannschen

2 Meschkowski 136: ,Man kann zeigen, dass die durch ein solches unendliches Produkt definierte Funktion F(z) =
Q(z) in jedem beschrankten Bereich analytisch ist. [...] z. B. in fi(2) = 1'[,‘;":1(1 —nZ—z) eine analytische Funktion, die
s[siE8an der Stellez = n2 (n =1, 2, 3, ...) verschwindetBEIRR Gl R-[Sle RETd R unktion konstruieren, die alle

z2

ganzen Zahlen n zu Nullstellen hatil NGRS b (1 —;) [...] hat dieselben NIBUS«UER wie die Funktion §isl#
namlich 0, +1, +2, +3, ... [..] Jhkg=nz - T15.: (1 -5

% Landau I 30: ,Jenes Werkzeug ist die Anwendung der Theorie der Funktion eines komplexen Arguments s auf eine
ganz bestimmte Funktion {(s), die ,Riemannsche Zetafunktion', welche in der Halbebene R(s) > 1 durch die Reihe

1
{(s) = =
n=1

definiert ist, wo [gj die Bedeutung slslllreellem log niigk=19
1 1

4 Meschkowski 157: ,Funktionalgleichung der I'-Funktion durch die folgende Bemerkung: [...] ol i

wie die Funktion sintx — die Eigenschaft, fur alle ganzen Zahlen zu verschwinden D EERENS RIS =l gl=K=Tole[SRVIIa - [g(el s
schaft dieser Funktionen schlieBen [...] SESSEEESICINCREIICEEARPRER] und daraus folgt [...] (3%
und (32) [GRIEGIERNCE®S [...] ergibt sich aus (31) wenn man die Differenzengleichung (21) auf anwendet."

6> Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >: , Der Erganzungssatz der Gammafunktion

F(x)-T(1—x) = .. fur x € R\Z

hat — ebenso
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Vermutung, indem wie das Vorzeichen, fein Abgestimmt bzw. riickgekoppelt mit Sinus®®, auf
der anderen Seite der Gleichung so abge&ndert hatte, damit wir Ergebnisse bekommen.
Waren die Ergebnisse also nicht reell, kbnnten wir hier nicht weiter gehen.

7. Nun kénnen wir Sinus auf der linken Seite direkt einﬂ]gen

[ [ = j o

und dabei feststellen dass auf der rechten Seite sich auBer dem Vorzeichen, und i vor dem
ganzen Integral, sich nichts geandert hatte. Auf der linken Seite hat sich sehr wohl was
geandert, denn nicht nur Sinus ist einfligt, sondern ist die linke Seite der Gleichung ansonsten
zu der urspriinglichen Form zuriickgekehrt. Wir haben die vorige Anderung der linken Seite
rickgangig gemacht, bis auf Sinus. Daflr ist auf der rechten Seite das Vorzeichen geandert,
und die imaginare Einheit i flir den ganzen Ausdruck eingefligt worden. Damit ist die Identitat
von Gamma- und Zetafunktion mit Sinus bewiesen®’

ermoglicht die Berechnung von Werten der Gammafunktion aus bereits bekannten Funktionswerten ebenso wie die Legendresche
Verdopplungsformel

X x+1
rZ) r(5) =5 1@.
Diese ist ein Spezialfall der GauRschen Multiplikationsformel
x x+1 x+n-1) _ (m)®@-1/2 . _ ®
r%)-r(=): .. r(2=) =E0— () firn=2,3,4, ..
®landau I 277, 285 f, 293 ff.
7 Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >: ,Der Erganzungssatz der Gammafunktion
['(x) - T(1—-x) = i: fur x € R\Z

ermoglicht die Berechnung von Werten der Gammafunktion aus bereits bekannten Funktionswerten ebenso wie die Legendresche
Verdopplungsformel

r(5)-r(5) =351,

Diese ist ein Spezialfall der Gaufdschen Multiplikationsformel
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8. Von diesen Vorbereitungen, bzw. Voraussetzungen her wird nun auf der rechten Seite der

Gleichung das Integral aufgeldst und in eine Summenformel umgewandelt
TR o - ) RO

Die allerdings wiederum nach einem Zwischenschritt, der hier Gbersprungen wurde. Dieser
Zwischenschritt behandelt den Ausdruck (27)°, der hier etwas vereinfacht der Summenzeichen
rechts vorangestellt ist. Wie aber die Gleichung zeigt, ist dieser Teil, es handelt von der
Periode®® von Sinus, , bzw. der komplexen Exponentialfunktion die zuvor durch Sinus ersetzt
wurde, , zwar eigens abgehandelt worden, aber die beiden Anderung sind sogleich in
einem auf der rechten Seite der Gleichung durchgerihrt worden, und damit war die
Abhandlung dieser zwei Teilfragen in einem Stlck tunlich. Mit dieser Summenformel ist man
auf der rechten Seite der Gleichung ebenfalls zu der urspringlichen Form von Euler
zurickgeschwenkt worden, wenn auch etwas abgewandelt und erganzt

[ =2

=) —

'
Man hat gewissermaBen einige Mdglichkeiten ausgelotet, und mit der Ruckkoppelung alt und
neu bestatigt.

9. Von hier aus kann der vorige, bisher Ubersprungene, Zwischenschritt, neu gewichtet werden.
Im Wesentlichen zeigt sich die Gleichung als Beschreibung der Funktion stetig, bis auf die

Perioden [#241. Bei der ndmlichen Periode wird die Funktion unstétig. Daring nun liegt der ganze
Beweis verbrgen (G &241). Denn von hier aus und damit wurde die Anderung der

r (g) T ("T“) T ("*“'1) — CRTOR h() firn=2,3,4, .."

n nz—1/2

8 Westermann 405: ,Festzuhalten ist folgende Folgerung
(E2) e# Al — oz Z€C
Die komplexe Exponentialfunktion ist periodisch mit der komplexen Periode .“
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Gleichung im vorigen Schritt abgeleitet. Und man kam - zwar mit Abweichungen - aber auf die
urspringliche Summenformel von Euler zurlick. Sinus hat also die Besonderheit, bei
ganzzahligen Ergebnissen zu verschwinden (Nullstellen), so dass damit der komplexe Ausdruck
verschwindet, und das Ergebnis wird reell. Diese kritischen Stellen nun, wo Sinus — periodisch -
ganzzahligen Ergebnisse hat, sind die namlichen Perioden im Sinne der Eulerschen Identitat. Es
ist namlich die Eulersche Identitat, welche hinter Sinus steht, und periodisch ganzzahlige
Ergebnisse liefern, womit Sinus und alles Komplexe verschwindet, und das Ergebnis reell wird.
10. Es folgen nun zwei Zwischenschritte, die zwar ebenfalls so gut wie in einem Stlck mit
diesem Thema abgehandelt werden, sogar in einem Stiick mit der Anderung der Gleichung zum
vorigen Schritt, doch der vorige Zwischenritt davor war auf diesen Schritt hingeordnet,
wahrend die beiden andern hier zwar verankert sind, aber den wiederum nachsten Schritt
etappenweise vorbereiten. Die anderen Zwischenschritte werden damit abgerundet, dass der

)

Ausdruck flr die Periode (27)° etwas abgeandert Tz (ware auch als Tz = (ni) = (H G))_s
schreibbar) von der rechten Seite auf linken die Seite geholt wird.

[ Rl =260

Die Gammafunktion und Zetafunktion bleibt unverandert, wenn (s) in (1 - s) geandert wird.
Diese Invarianz ist Ubergreifendes Thema der hier angesprochenen Zwischenschritte und auch
des nachsten Schritts, wo diese Anderung so weiter entfaltet wird, wie das hier bereits
vorweggenommen wurde.

11. Der nachste Schritt, der eigentlich die vorigen Halbschritte zu einem Schritt abrundet,
bestétigt, dass die tragfiahigen Eigenschaften der Funktion die Anderung von [](GE=l) in

1‘[() veranlasst haben, und damit die Zetafunktion @§)] (auf der anderen Seite der

Gleichung) sozusagen komplettiert worden sei, vor allem flir weitere Verbesserungen dieser
Art der Weg geebnet sei.
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12. Damit andert sich wieder so von der linken Seite her komplettierte rechte Seite zum
Integral,

(©e]

1 s S

0
enthalt einige Modifikationen und ladet gleichsam zur weiteren Entfaltung ein. Es wird ein Teil

in eine Kurzform gebaucht,
z e MNTX — z,b(x)
1

(o]

1_[ () n_%((s) = j Y(x) x%_ldx

0

und eingesetzt

um wiederum das Integral aufzuldésen
20(x) + 1 =kB (zw () + 1), (Jacobi, Fund. S. 184)
und weiter zu gehen. Hier angekommen geht es ein Stick in die Breite

(o]

1_[ () T[_%((S) = j Y(x) x%_ldx + j V) (%) x?dx — %j (x¥ — x%_l) dx

0
=+ _1[ Y(x) (x%_l + x_#) dx.
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und die Sache bekommt einen entscheidenden Zusatz , Uber den noch zu sprechen sein

wird®. Es gilt dabei festzustellen, dass trotz der Ausfiihrlichkeit und dem relativ groBen Umfang
dies alles nur einen Schritt darstellt, auch und gerade wenn in zwei Versionen, wo einmal das
Integral geklrzt und dann aufgeldst und einmal sogar noch ausgeweitet wurde.

13. Nun wird es mit dem nachsten Schritt, bzw. mit zwei Halbschritten, spanend, denn

Riemann setzt einerseits flr , und gibt damit vor, was gesucht wird. Und andererseits
setzt er das im vorigen Schritt angewachsene Integral mit dem Ausdruck gleich

; 1 o d <X_%IIJI(X)> 1 1
5—1) C(s) =40=-— tt+ jl/)(x)x ;A cos dx=4j P cos(itlogx)
1

und kiirzt es auf ein Zeichen [{§9] ab. Neu in dem Ausdruck ist

®Landau I 101: ,Wegen den fiir n = 2 giiltigen Entwicklung

10g (1) S S S —“—0(1)
08 n W 2n2  3n3 n2 n3 Bl (n— 1) RN

konvergiert

mit der Restabschatzung

= ol S /51 +0(n210gn);

analogist [..] A, + 0y i1——

nlog n_



cosS Etlogx

auf der rechten Seite der Gleichung. Augenscheinlich hangt diese Neuigkeit mit als

andere Neuigkeit zusammen’?, die sonst nicht zu sehen ist.

14. Nun argumentiert Riemann im nachsten (Halb)Schritt, wobei er wieder auf die
urspringliche Formel von Euler [if B zurickgreift, allerdings logarithmiert,
dass die Anderungen die ,gute" Konvergenz verbessert bzw. verscharft haben und damit alle
Werte endlich seien, so dass die Nullstellen von [{§3] den Imaginérteil bis WP haben”!
mussen.

Landau I 277 f: ,Wenn eine komplexe Variable ist, ist
e ILX TLOLX
eine ganze transzendente Funktion von s, also

ILX IO X

€

wils _ 1
eine meromorphe Funktion von s, welche alle s = n (und nur diese) zu Polen hat, und zwar ist s = n
ein Pol erster Ordnung mit dem Residuum

—e n-7rx yIems
Wi ’
das ist, abgesehen vom Faktor , das allgemeinte Glied der zu untersuchenden Reihe auf der linken Seite von (3);

den Wert deieser linken Seite nenne ich Q(x)."
" Landau I 277 f: ,Die Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes auf das Rechteck mit den Ecken m,

m, wo N eine [slsSIERsElg¥ LWLl ist, ergibt also bei Integration im positiven Sinne

! L XS

€ ] - 1L TLX LI O]
fﬁ‘“: z ¢ :
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15. Kaum hat allerdings Riemann die Endlichkeit und damit Berechenbarkeit, begibt er sich in
eine Endlosschleife, bzw. gibt er die mihsam erkampfte Endlichkeit der Werte auf, und greift
nach der Unendlichkeit. Der Schllsselsatz bei Riemann ist, dass er die Suche an dem namlichen
Beweis, der seitdem vermisst wird, aufgab, weil er weiter gehen wollte, und vermeinte, von
hier aus den Bogen spannen zu kénnen. Doch genau das Gegenteil war und ist der Fall. Dieser
erste Teil seiner Arbeit handelt von endlichen, reellen Werten, flur die andere Rechenregel
gelten als flr die unendlichen. Bist zu dem letzten Schritt hatte Riemann durchgehalten und ist
sozusagen in der Spur geblieben. Im letzten Punkt (Schritt) jedoch, Gber die hier entbehrliche
bis hinderliche bzw. irrefihrende bis abwegige Auslassungen Uber Statistik gemachte, hatte er
sich selbst und andere in die Irre gefihrt, weil das mit dem Problem nichts zu tun habe.
Sondern mit der zweiten Halfte seiner Arbeit, die aber hier aus diesem Grunde gar nicht mehr
zitierte werde.

Methodisch baut die ganze Arbeit Riemanns auf den Ausdruck mit Sinus auf’?, weil das aller
Kriterien hat und alle Voraussetzungen erflllt. Solange dieser Ausdruck da ist, ist alles gel6ést bzw.
trivial, man kénnte meinen, ,bewiesen®. Wichtig ist allerdings, dass Sinus in der zitierten Form
(BRER) und die Periode miteinander korresponieren und eine integrierende Einheit bilden. So

Die rechte Seite konvergiert flir N = o gegen Q(x)."
’2 Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >: ,Der Erganzungssatz der Gammafunktion

Fx)-T1—-x) = i:  flr x € R\Z
ermaoglicht die Berechnung von Werten der Gammafunktion aus bereits bekannten Funktionswerten ebenso wie die Legendresche
Verdopplungsformel
5 x+1\ _ Vm
r3)-r(5) =55 tw.
Diese ist ein Spezialfall der GauRschen Multiplikationsformel

r(2)-rED). .rE) =T ) firn=2,3,4,..

n n nZ—1/2
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lange diese Periode [, sei sie noch so modifiziert, vorhanden ist, ist im Prinzip auch der
eigentliche Ausdruck, der Inhalt der Periode, vorhanden, wenn nicht ein Fehler gemacht wurde.
Entscheidend ist also, dass Riemann in dem Schlusssatz zu diesem Teil und also in dem Satz Uber
die Vermutung, die ndmliche Periode zitiert’. Das bedeutet, dass die Sache steht, bzw. eigentlich
trivial ist. Auch wenn sie formal - an diesem Punkt — noch scheinbar einen sogenannten Beweis
bedarf.

Technisch kann man den gesuchten, man kénnte meinen, vermissten, Beweis’?, fiihren, liber eine

analoge Identitat wie die Eulersche, nur flr die Gammafunktion.
Sin X = = .Fﬂ_ —

”Landau I 277 f: ,Satz: Fir alle x > 0 und alle a ist

(2) Zn——ooe (RaCAISE — Zn_—ooe=

bedeutet naturlich hierin den positiven Wert, und (1) ist fir ¢ = 0 in (2) enthalten. Die (absolute)
Konvergenz beider Seiten von (2) ist von vornherein klar.
Beweis: Die Behauptung (2) lasst sich auch so schreiben:

(3) e R

denn die rechts hinzugefligte Summe

[ee]
|2
Z e 1 sin(2nma)

n=-oo

natiirlich, da der Summand eine ungerade Funktion von n ist."
74 Meschkowski 157: ,Funktionalgleichung der I'-Funktion durch die folgende Bemerkung: [...]

T() T(
wie die Funktion sintx — die Eigenschaft, fur alle ganzen Zahlen zu verschwindenEBEERENS RIS R=1lgl= enge Verwandt-

schaft dieser Funktionen schlieBen [...] r(leﬁ_nm EEEEEIRENE) und daraus folgt [...] (31) = r(: -

und (32) (RGNS [...] ergibt sich aus (31) wenn man die Differenzengleichung (21) auf [J@8 anwendet."

32




Der am Schluss vermisste Ausdruck mit Sinus, und damit vermisste Beweis, versteckt sich also
hinter der Gammafunktion. Solange jedoch eine Gammafunktion im Ausdruck vorkommt, ist der
Beweis trivial. Man kann in diesem Zusammenhang auf die andere (Eulersche) Identitat mit
(PEEIEWER]) verweisen, wo es optisch auch nicht gleich trivial wére, was mit erbrachtem Beweis ist.
Zugleich kann auch aufgezeigt werden, dass die originale Form SEVEEICcER =S den Ortlichen
Gegebenheiten entsprechend geandert bzw. modifiziert wurde, und der hier noch fehlende Ausdruck

dann noch an einer anderen Stelle wieder auftaucht, bzw. wird schon dadurch vorweggenommen

dass statt geschrieben werde. Nachdem allerdings Sinus in den Kehrwert
des Absolutbetrages von der konjugierten Gammafunktion umgewandelt wurde, und man nicht mehr
statt schrieb, musste wieder B als gestaltendes Element auftreten.

In diesem Ausdruck fur den Kehrwert der konjugierten Gammafunktion kommt zugleich die Rolle des
(zuvor konstituierend fiir die Erreichung von Ergebnissen) gednderten Vorzeichens zum
Vorschein, ... und warum diese geandert werden musste, in einer urspringlich flr positive ganze
Zahlen ausgelegte Fakultat. Irritierend bzw. irrefihrend bei der Suche nach Beweisen ist, dass die
Gammafunktion grundsatzlich keine Nullstellen hat, bzw. nie verschwindet. Das gilt jedoch, und das
ist der Punkt, nicht fir den Betrag der — konjugierten — Kehrwert der Gammafunktion

Also verschwindet der Betrag der [Resilelaatas Gammafunktion genau so wie Sike, und bildet damit
eine echte Identitat. Es gilt also nur mehr zu beweisen, bzw. den Beweis zu zeigen, dass die Periode

Werte zeige, also die NG, fir und fur den Kehrwert der konjugierten
Gammafunktion markiere. Dazu ein Zitat:
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»Hier erfolgt der Briickenschlag zwischen Exponentialfunktion und trigonometrischen Funktionen.
Besonders schone Spezialfille ergeben sich, wenn wir z = 2mi, i, gi setzen (diese lassen sich bereits aus der

Formel e% ableiten):
Bl — cos2m +isin2r =1

Bl = cosm +isinm = -1
LA m . T
= cos§+ Lsmz =1
Die zweite Beziehung liefert eine Formel, die die fiinf wichtigsten Konstanten der Mathematik miteinander

verbindet:
Hier sind Arithmetik durch o und 1 reprasentiert, Algebra durch i, Geometrie durch m und schlieBlich die
Analysis durch e. AuBerdem enthilt diese Formel die drei bedeutendsten mathematischen Operationen:

Addieren, Multiplizieren und Potenzieren."

Die zitierte Periode zeigt also nicht nur ganzzahllge Ergebnisse, sondern 1 und -1 sowie i. Vor allem
wird gezeigt, dass sogar die Version sin~ " und ez ganzzahlig ist und sogar als ezl = geschrieben
werden kann. Man muss also auf die Glelchung
(—x)5 tdx
,—TSL __ ,TISL

et _ o™ ———
0
vor der Ableitung bzw. Umrechnung in zuriickgreifen und vergegenwértigen, dass schon
Riemann berechnet hatte, dass die Lésung der Zetafunktion s = -2q sei, und die Periode in
ziemlich gut getroffen wurde. Dadurch also, so kann man zusammenfassen, dass einerseits die
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Periode im Schlusssatz zur Riemannschen Vermutng als der kritische Punkt vorkommt, und
andererseits der Kehrwert der Gammafunktion ESeEs i identisch ist, wére alles bewiesen”>.

rx) I'(-x)

Man konnte noch diskutieren, ob die Sache zB mit um der Anschaulichkeit willen
ausschmucken ware, oder mit ZG) = &z (Zn)‘E Auch die spater etwas modifiziert

auftretende Periode’® konnte als - weitere — Identitat beschrieben werden’’. Anschaulich

ist auch, wie die Periode arbeitet: ,e?+2™ = ¢Z. 2 = ¢Z.1 = ¢7"’%, womit man allerdings vom Aufsatz
von Riemann etwas entfernen kdnnte, oder sich in dem zweiten Teil befinden, der hier gar nicht
zitiert wurde. Offen also ware die Frage, ob und wie weit der zweite Teil, der posthypothetische, in
die Betachtung, bzw. in die Diskussion, einbezogen werden mdchte.

7> Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >: ,Der Erganzungssatz der Gammafunktion
F(x)-T1—x) = . fur x € R\Z
ermaoglicht die Berechnung von Werten der Gammafunktion aus bereits bekannten Funktionswerten ebenso wie die Legendresche
Verdopplungsformel
r()r () =556,
Diese ist ein Spezialfall der GauRschen Multiplikationsformel

r(2)-rED). .o E) = E () firn=2,3,4,..

n nz—1/2

’® Wikipedia, Gammafunktion, in: Wikipedia < URL >: , Die Gammafunktion geniigt der Funktionalgleichung

I'x+1)=xT'(x)mitT(1)=1und ‘

77" Arndt/Haenel 215, 222; Havil 82; Artin 17 f: Die Formel {(2)[(2) =7n?/6 beinhaltet {(2) == und T(2), sowie

§6]= v =g und =

’8 Schénhacker, Die Zahl e, S.44, in: < URL >.
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Die klassische Form der Konjugation’® ist die Anderung des Vorzeichens ist die Eulergleichung®®. Hier
nachstehend allerdings die Exponenten z = 2, m‘,gi den Zahlenwerten +1, -1, i, gegenuber ge-

stellt®!.
eZni =1
el = —
TT.
ez =i
oder noch mit
Tl
e 2z =—i
erganzt. Eine andere Periode® zeigt sichini® =1, il =i, i*=-1,i=-i,i*=1,P=i,i®=-1,i = -i,

iT=1,i =i i%=-1, it =+, ...

’9 Weisstein, Riemann-Hypothesis, in: < URL >; Detering, Konjugation (Mathematik), in: < URL >.
80 Schonhacker, Die Zahl e, S.42, in: < URL >: ,Hier erfolgt der Briickenschlag zwischen Exponentialfunktion und
trigonometrischen Funktionen. Besonders schone Spezialfille ergeben sich, wenn wir z = 2mi, mi, gi setzen (diese lassen sich bereits

aus der Formel e?” ableiten):
e?™ = cos2m + isin2m =1
e™ =cosm+isinmt=-1
Ei T T

ez =cos-+ ising =1

Die zweite Beziehung liefert eine Formel, die die fiinf wichtigsten Konstanten der Mathematik miteinander verbindet:
e™+1=0

Hier sind Arithmetik durch o und 1 repréasentiert, Algebra durch i, Geometrie durch m und schlielich die Analysis durch e."

Tl

81 Knopp 428: ,e?™ =1, ¢™ = —1, e7 = i,e7z=-i."
82 Westermann 404.
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